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Розглянуто побудову сплайн-апроксимації, що враховує випадкову природу даних.  
Наведено локальний поліноміальний сплайн першого ступеня уточнення на основі лінійної 
комбінації В-сплайнів п’ятого порядку, близький до інтерполяційного в середньому.  
Запропоновано сплайн, придатний для реалізації при автоматизації обробки послідовностей 
відліків функцій спостережень, наприклад, цифрових сигналів із кінцевою енергією.  
Сформульовано та доведено теорему про величину норми сплайну. Виконано порівняльній 
аналіз величини норми запропонованого сплайн-оператора з нормами сплайнів другого –  
четвертого порядків першого ступеня уточнення, який засвідчує про більшу стійкість оцін-
ки при суттєвих осциляціях функції, що апроксимують.  
Ключові слова: норма сплайн-оператора, сплайн, близький до інтерполяційного  
в середньому, уточнюючий сплайн, В-сплайн. 
 
Постановка проблеми 
Нехай із кроком 0h >  задано розбиття 
дійсної осі  
:h it ih∆ = , i Z∈ ,  
у вузлах якого отримано значення деякої не-
перервної функції ( ) rp t C∈ , 2r ≥ , визначе-
ної на ( )1 ;R −∞ ∞ . Вважають, що інформація 
про функцію ( )p t , задано у вузлах розбиття 












= ∫ . 
При цьому справжнє значення функції 
( )p t  у вузлах визначають так: 
i i ip p= + ε , i Z∈ ,                                      (1) 
де iε  – похибка.  
В-сплайном ( )
,r hB t  порядку r  ( 1r ≥ ) на 
розбитті h∆  називають функцію, що визна-
чається рекурентно таким чином:  
якщо 
( ) [ ][ ]0,
0, 2; 2 ,













r h r h
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= τ τ∫ . 
Явні вигляди В-сплайнів до п’ятого по-
рядку можна знайти, наприклад, в роботах 
[1–3].  
При обчисленнях обмежуються сплайна-
ми ( )2,hB t  та ( )3,hB t , проте при обробці да-
них вимірювань сигналів є потреба у вико-
ристанні й вищих порядків В-сплайну. Зумо-
влено це тим, що зі зростанням порядку, вла-
стивості В-сплайнів у частотній області пря-
мують до властивостей гауссіана [4], але на 
відміну від останнього В-сплайни мають  
меншу обчислювальну складність. 
Будь-яка функція ( ) rp t C∈  може бути  
точно наближена лінійною комбінацією  
В-сплайнів [5; 6]: 
( ) ( )
,i r h
i








де ic , i ∈Z  визначаються із інтерполяційних 
умов та розв’язку відповідної системи ліній-
них алгебричних рівнянь 
( ) ( )
,
r
i i r h
i




, 1r ≥ , i ∈Z .           (3) 
Зважаючи на скінченність носіїв В-сплай-
нів, в кожному рядку визначника системи (3) 
не рівними нулю буде лише r  елементів 
(значень сплайнів ( )
,r hB t ), що розташовані 
вздовж головної діагоналі. Останнє й забез-
печує простоту обчислення коефіцієнтів ін-
терполяції.  
Із розв’язку системи (3) отримують фун-
даментальний сплайн 
( ) ( ) ( )
,
r
r i r h
i




, 1r ≥ , 
що має інтерполяційні властивості.  
На практиці за даними, поданими у ви-
гляді (1), інтерполяція функції за виразом (2) 
є недоречною. Виникає задача побудови ап-
роксимацій, що враховують випадкову при-
роду даних, наприклад, оператори інтерпо-
ляційні в середньому.  
Аналіз досліджень та постановка задачі 
Наближення гладких функцій на основі 
лінійних комбінацій В-сплайнів висвітлено в 
багатьох роботах І. Шоенберга, К. Де Бора, 
М.П. Корнійчука, М. Унсера та ін.  
Поліноміальні локальні сплайни, близькі 
до інтерполяційних у середньому, розгляда-
ли А.О. Лигуном, О.О. Шумейко, В.В. Кар-
мазіною [1; 7],  
Окрім явних виглядів у роботах одержано 
норми сплайн-операторів та похибки апрок-
симації.  
Для апроксимації функції ( )p t  за значен-
нями (1) на розбитті h∆  були введені такі лі-
нійні комбінації В-сплайнів другого – 
п’ятого порядків: 
( ) ( )( )
,0 ,, 0,5r i r h
i Z
S p t p B t i h
∈
= − +∑ ,
 2, 4r = , 
( ) ( )
,0 ,,r i r h
i Z
S p t p B t ih
∈
= −∑ , 3, 5r =  
та уточнюючи сплайни, наприклад, пер-
шого ступеня уточнення: 
( ) ( )( )22,1 2,1, 0,56i i hi ZS p t p p B t i h∈
 
= − ∆ − +∑ 
 
, 
( ) ( )23,1 3,5, 24i i hi ZS p t p p B t ih∈
 
= − ∆ −∑  
 
, 
( ) ( )( )24,1 4,1, 0,54i i hi ZS p t p p B t i h∈
 





1 12i i i ip p p p+ −∆ = − + .  
За визначенням ( )
,
,r uS p t , 0 1u ,=  є сплай-
нами з множини сплайнів мінімального де-
фекту, близькими до інтерполяційних у се-
редньому. При цьому щодо їх норм правдиві 
такі ствердження [1 – 3]: 
( ) ( )
,0 ,r CC
S p t p t= , 2,5r = ; 
( ) ( )2,1 4, 3 CCS p t p t= ,;
( ) ( )3,1 41, 32 CCS p t p t= ; 
( ) ( )4,1 5, 4 CCS p t p t= . 
Про похибку відтворення функції ( )p t  за 
використанням сплайнів ( )
,0 ,rS p t , 2,5r =  
свідчать такі твердження [1–3].  
За 0h →  для довільної функції ( ) 2p t C∈  
виконується 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2,0 2, 24r C CC
r h
p t S p t p t p t h
+
′′
− ≤ +ε +ο . 
Для ( ) 3p t C∈  буде вірно таке 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 (3) 32,1 4, 312 3 CC C
hp t S p t p t p t h− ≤ + ε +ο . 
Для ( ) 4p t C∈  правдиво 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 (4) 43,1 121 41, 2880 32 C
hp t S p t p t p t h− ≤ + ε +ο . 
Для ( ) 5p t C∈  виконується рівність 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 54,1 73 5, 1440 4 CC C
hp t S p t p t p t h− ≤ + ε +ο , 
де  iε < ε , i Z∈ . 
Наведені оцінки носять асимптотичний 
характер, проте це дає уяву про відхилення 
( )
,
,r uS p t , 2,5r = , 0,1u = , від функції ( )p t .  
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На практиці сплайни ( )
,0 ,rS p t  краще за-
стосовувати у випадках, коли рівень похибок 
в (1) відносно високий, сплайни ( )
,1 ,rS p t  – 
при низькому рівні похибок.  
Мета роботи – отримати в явному вигляді 
подання сплайну першого ступеня уточнення 
на основі лінійної комбінації В-сплайнів 
п’ятого порядку та дослідити його норму. 
Виклад основного матеріалу 
Введемо до розгляду уточнюючий сплайн 
на основі В-сплайну п’ятого порядку, зада-
ний на рівномірному розбитті h∆  за даними 
типу (1): 
( ) ( )25,1 5,07, 24i ii ZS p t p p B t ih∈
 
= − ∆ − 
 
∑ ,   (4) 
або з урахуванням явного подання ( )5,0B t  [3]: 
( ) ((5,1 3 2 11, 7 73 26792160 i i iS p t p p p− − −= − + −  
) 51 2 3 4485 485 267 73 7i i i i ip p p p p x+ + + +− + − + − +  
( 335 ip −+ − 2295 ip −+ 1675 ip −− 415 ip+ +  
1415 ip ++ − ) 42 3 4675 295 35i i ip p p x+ + ++ − + 
( 3 270 170i ip p− −+ − − 12050 ip −− 6510 ip+ −
16510 ip +− + 22050 ip + +  
) 3470 ip x+− + ( 3 270 1090i ip p− −− − +  
19450 ip −+ − 8290 ip 18290 ip +− 29450 ip ++ −
31090 ip +− ) 2470 ip x+− + ( 335 ip − 22435 ip −− −  
18825 ip −− 32025 ip− 132025 ip ++ 28825 ip ++ −  
32435 ip +− )435 ip x+− + ( 3 27 1621i ip p− −− − −  
12775 ip −− 50483 ip+ 150483 ip ++ 22775 ip +− −  
))3 41621 7i ip p+ +− − , 
де  ( )2x t ih h= − , 1x ≤ . 
У цьому випадку спостерігається таке 
ствердження щодо норми введеного сплайну. 
Теорема. Для сплайну ( )5,1 ,S p t  є вірним: 
( ) ( )5,1 871, 720 CCS p t p t= . 
Доведення. За визначенням норми опера-
тору лінійного нормованого простору, для 
сплайну ( )5,1 ,S p t  маємо 
( ) ( )5,1 5,1, supmax ,
i
iip
S p t S p t= . 
Проведемо перегрупування в (3) відносно ip : 
( ) ( )( 55,1 31, 7 192160 iS p t p x−= − + ( 52 73ip x− − +
4 3295 170x x+ − 21090 2435x x− + − )1621− +  
( 51 267ip x−+ 4675x− 32050x− 29450x+ + 
8825x− − )2775− + ( 5485ip x− 4415x+ +  
+ 36510x 28290x− − 32025x− )50483+ + 
( 51 485ip x++ 4415x+ 36510x− −  
28290x− 32025x+ )50483+ + ( 52 267ip x+ − – 
4675x− + 32050x+ 29450x+ 8825x+ )2775− +  
+ ( 53 73ip x+ + 4 3295 170x x+ + 21090 2435x x− − + 
)1621− ( ) )547 1ip x+− + .                             (5) 
Тоді  




S p t p t A x
≤
≤ . (6) 
Оскільки 1x ≤ , то 
( )A x = ( )57 1 x− ( )57 1 x+ + +  
5 4 3 273 295 170 1090 2435 1621x x x x x+ − + − − + − +
 
5 4 3 2267 675 2050 9450 8825 2775x x x x x+ − − + − − +
 
5 4 3 2485 415 6510 8290 32025 50483x x x x x+ − + + − − + +
 
5 4 3 2485 415 6510 8290 32025 50483x x x x x+ + − − + + +
 
5 4 3 2267 675 2050 9450 8825 2775x x x x x+ − − + + + − +
 
5 4 3 273 295 170 1090 2435 1621x x x x x+ + + − − − . 
Функція ( )A x  парна, тому  
( ) [ ] ( )1 0;1max maxx xA x A x≤ ∈= .  
Якщо [ ]0;1x∈ , то 
5 4 3 273 295 170 1090 2435 1621 0x x x x x− + + − + ≥ ; 
5 4 3 2267 675 2050 9450 8825 2775 0x x x x x− + + − + + ≥ ; 
5 4 3 2485 415 6510 8290 32025 50483 0x x x x x− + + − − + ≥ ; 
5 4 3 2485 415 6510 8290 32025 50483 0x x x x x+ − − + + ≥ ; 
5 4 3 273 295 170 1090 2435 1621 0x x x x x− − − + + + ≥ . 
Тоді  
( ) 5 4 3 2267 985 2050 23710A x x x x x= − + + − +  
8825 106997x+ + +  




Уведемо позначення:  
( ) 5 4 3267 675 2050q x x x x= − − + +  
29450 8825 2775x x+ + − . 
Функція ( )q x  монотонно зростає на [ ]0;1 , 
при цьому ( )0 0q < , а ( )1 0q > . Тому ( )q x  
має єдиний нуль на [ ]0;1  в точці 
1 0,246316x = .  
Якщо [ ]10;x x∈ , то ( ) 0q x < . 
Тоді 
( )A x = 4 21660 14260 109772x x− + . 
Отже, 
[ ] ( ) ( )1 10;max 108887,24x x A x A x∈ = ≈ . 
Якщо [ ]1;1x x∈ , то ( ) 0q x > . 
Тоді  
( ) 5 4 3534 310 4100A x x x x= − + + −  
214260 17650 104222x x− + + . 
Отже, 
[ ] ( ) ( )1;1max 1 111488x x A x A∈ = = . 
Таким чином, 
[ ] ( )0;1max 111488x A x∈ = . 
Ураховуючи вираз (6), отримуємо 
( ) ( )5,1 111488, 92160S p t p t≤ .                       (7) 
Якщо 1x = , з виразу (5) маємо 
( ) (5,1 21, 22492160 iS p t p−= − 14608 ip −−  16608 ip+ +  
 
168608 ip ++ 216608 ip ++ 34608 ip +− )4224 ip +− . 
Тоді для деякого часткового випадку, коли 
*
2ip− = 
* * * * * * *
1 1 2 3 4i i i i i ip p p p p p p− + + + += = = = = = = ,  
( ) ( )* *5,1 5,1 5,1 111488, , , 92160 CC CS p t S p t S p t p t
   
   
   
≥ ≥ = . 
(8) 
Співвідношення (8) разом із нерівністю 
(7) та врахуванням того, що 111488
92160
, дово-
дить сформульовану теорему. 
Висновки  
Отримано явний вигляд уточнюючого сплай-
ну на основі В-сплайнів п’ятого порядку, визна-
ченого на h∆ . Досліджено його норму.  
Порівняльній аналіз величини норми 
сплайн-оператора (4) з нормами сплайнів 
другого – четвертого порядків першого сту-
пеня уточнення засвідчує про більшу стій-
кість оцінки при суттєвих осциляціях функ-
ції, яку апроксимуємо. Це випливає з того, 
що сплайн (4) має найменшу норму з усіх 
уточнюючих сплайнів.  
Сплайн (4) може бути рекомендований 
для реалізації в автоматизованих системах 
обробки результатів вимірів сигналів із кін-
цевою енергією, часових рядів тощо.  
Подальші дослідження будуть проведені 
для отримання оцінки похибки апроксимації 
гладких функцій поданим сплайном, одер-
жання дво- та більше вимірних сплайнів, а 
також для уточнення локальних сплайнів на 
основі В-сплайнів п’ятого порядку. 
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